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Obgleich man innerhalb eines gewissen , nach 
Maassgabe der Umstände, mehr oder weniger begränz- 
ten Zeitraumes die Störungen eines Cometen ver- 
mittelst mechanischer Quadraturen mit hinreichender 
SicherJieit berechnen kann, so erscheint doch ein Er- 
satz für diese Methode durch eine rein analytische in 
hohem Grade wOnschenswerth. Die Gründe dafür 
habe ich nicht nöthig hier zu bertSir^n; sie dürften 
gegenwärtig von den Astronomen anerkannt sein und 
finden sich übrigens in der Einleitung zu dem Werke 
Hansen's «Ermittelung der absoluten Störun- 
gen in Ellipsen von beliebiger Excentricität 
und Neigung» dargelegt. 

Die besagte Schrift Hansens behandelt allerdings 
bereits das Problem der Cometenstörungen und ent- 
hält das erste Beispiel ihrer numerischen Berechnung, 
allein die daselbst vorgetragene Methode, so wie alle 
anderen, welche auf der unmittelbaren Anwendung 
der excentrischen Anomalie des gestörten Körpers als 
Veränderliche beruhen, dürften im Allgemeinen bei 

Cometen nicht die kürzeste und zweckmässigste sein. 

1 



Eine spätere Arbeit von Hansen «Memoire sur le 
calcnl des perturbations qn'Sprouvent les co- 
metes» eröffnet uns dagegen die Möglichkeit, mit er- 
heblich grösserer Kürze und Bequemlichkeit, auch in 
sehr verwickelten Fällen, die Cometenstörungen analy- 
tisch zu entwickeln und ist daher als Epoche machend 
in der neueren Astronomie anzusehen. Die Methode, 
welche in diesem Werke entwickelt und ebenfalls durch 
ein numerisches Beispiel erläutert wird, beruht im We- 
sentlichen auf einem neuen Princip, welches Hansen 
das Princip der Partition nennt, und das darin be- 
steht, dass die Coordinaten des Cometen in verschie- * 
denen Theilen der Bahn als Function verschiedener 
Veränderlichen ausgedrückt werden. Es ist nun 
leicht einzusehen, dass man, bloss auf einen gewissen 
Theil der Bahn des Cometen sich beschränkend , die 
Entfernung desselben von dem störenden Planeten 
durch eine Form darstellen kann, bei welcher der 
veränderliche Theil im Yerhältniss zu dem constanten 
desto mehr verkleinert wird, je näher die Punkte an 
einander liegen , zwischen welchen man den Lauf des 
Cometen ausdrücken will. Es ist ferner begreiflich, 
dass, indem man durch Einführung einer neuen Ver- 
änderlichen den analytischen Ausdruck für die Ent- 
fernung in solcher Weise transformirt, die Conver- 
genz bei der Entwicklung der Potenzen desselben in 
Bezug auf diese neue Veränderliche beliebig gestei^ 
gert werden kann. 

Den von der eingeführten Veränderlichen , welche 
wir mit Hansen partielle Anomalie nennen wollen, 
unabhängigen Theil im Ausdruck der Entfernung ha- 
ben wir bis jetzt als constant bezeichnet. Derselbe 



besitzt indessen diese Eigensohaft bloss in Bezug auf 
den Ort des Oometen, erscheint dagegen als Function 
der mittleren Anomalie des störenden Planeten zu 
gewissen durch endliche Intervalle getrennten Zei- 
ten. Die Entfernung der beiden Himmelskörper ist 
also auch eine Function einer sich unstetig verän- 
dernden Grösse, und es erscheint zweckmässig, eben- 
falls in Bezug auf diese die Entwicklung auszuführen, 
wenn man die absoluten Störungen berechnen will. 
Wählt man aber bei dieser Entwicklung die Form der 
gewöhnlichen trigonometrischen Reihen und als Ar- 
gument die mittlere Anomalie des störenden Planeten, 
so erlangt man nur eine schwache Convergenz in den- 
jenigen Fällen, wo eine bedeutendere Annäherung der 
beiden Himmelskörper stattfinden kann. Zwar könnte 
man in solchen Fällen durch Anwendung des Princips 
der Partition, auch auf die Bahn des störenden Plane- 
ten, die Convergenz steigern, allein es giebt ein ande- 
res Mittel, welches jenes häufig überflassig macht. 
Dieses besteht einfach darin, dass man die mittlere 
Anomalie des Planeten als die elliptische Amplitude 
einer neuen Veränderlichen ansieht. Dass die durch 
die Einführung einer solchen neuen Veränderlichen 
bewirkte Transformation auf eine Vergrösserung der 
Convergenz führt, ist nicht schwer einzusehen. Setzen 
wir zu diesem Zwecke den Ausdruck des Quadrats 
der Entfernung als Function einer partiellen Anoma- 
lie, sowie der mittloFen Anomalie des Planeten zu 
einem gewissen Zeitpunkte an; indem diese Entfer- 
nung mit (A) und die genannten Anomalien resp. mit 
(0 und d bezeichnet werden, so können wir die fol- 
gende Gleichung aufstellen: 
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(A)» = mj 
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(2) 



- w/'> sin d 

■ n,^*^ sin c 
m/^^ cos c 
n/^ sin c' ■ 



• w/^ cos 2c' ' 
-w,^'>sin2c' 

• m^'^^ cos 2c' 

• n^'^ sin 2c' 
m^^^^ cos 2c' - 
n^^ sin 2c' • 



' > sin ü 
* > cos 2ü 
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Durch eine passende Verlegung der Theilungs- 
punkte der Bahn des Coineten, innerhalb welcher der 
obige Ausdruck gelten soll, lässt sich bewirken, dass 
die Gonvergenz nach dem Argumente o eine belie- 
big grosse wird , zu gleicher Zeit aber auch , dass die 
Summe der von dieser Grösse abhängigen Glieder, im 
Vergleich zu der Summe der übrigen, einen beliebig 
kleinen Werth beh&lt. Eine solche Verlegung lässt 
sieh im Allgemeinen immer ausführen, ohne dass c' in 
irgend einer Weise beschränkt zu werden braucht, 
wenn nur (A) einen endlichen Werth hat Wird aber 
diese Grösse sehr klein, oder verschwindet sie gar, so 
wird die auf dem obigen AtHsdrttdc von (Af basirte 
Methode zur Entwicklung der Störungen ohne prac- 
tischeti Erfolg, oder sogar ilhfsorfech sct». Wenn sol- 
che Fälle ipöglich skd , erscheint die Theilung der 
Bahn des Planeten oder, was auf dasselbe hinausläuft, 
die Beschränkung der Grösse c' auf öolcSe Werthe, 
welche die Summe der von (n^ unabhängigen Glieder in 
(A)' nicht sehr klein mache», zur Lösung der in 
Frage stehenden Aufgal!^ geebnet. 

Zur Erlangung gfrösserer Kürze bezeichne ich den 
Theil von (A)^, welcher o etrth&ft, mi« B und. den toä 



dieser Grösse unabhängigen mit D; wir haben als- 
dann ^ l 7P\ 



and (A)-''==D-TJi-,-|} 
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Die ganze Schwierigkeit bei der Entwicklung von 
(A)""** liegt nun in der der negativen Potenzen von 

D. Denn in Folge, unserer Voraussetzung, dass ^ ein 

kleiner Bruch ist, steht bei der Herstellung der Rei- 

l-H-gj * nach den Vielfa- 
chen von o, keine besondere Mühe zu erwarten. Wenn 

TP * 1 

das Verhältniss -^ stets kleiner als ^ bleibt, so lässt 

sich dieselbe sogar ohne weitere analytische Hülfs- 
mittel ziemlich bequem erlangen, indem man einfach 

1 -I- ^1 * nach den steigenden Potenzen dieses Ver- 
hältnisses entwickelt und die einzelnen Glieder nach 
den Regeln der mechanischen Multiplication bildet. 
Aus diesen Gründen kann ich mich hier darauf be- 
schränken, das Verfahren, welches ich im Sinne habe, 
und das schon oben angedeutet wurde , nur in sofern 
zu beleuchten , als es bei der Entwicklung der nega- 
tiven Potenzen von D eingreift. 

Die Convergenz des obigen Ausdruckes von (A)^ 
in Bezug auf die Variable c' hängt nun ab von der 
Excentricität der Bahn des störenden Planeten und 
ist daher in den meisten in unserem Sonnensysteme 
vorkommenden Fällen eine recht bedeutende. Man 
wird es daher häufig vortheilhaft finden, die Grösse 
D in folgender Weise zu zerlegen 
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p ' m^^"^ C082C -»• tig^Q^ sin 2c h- ms^Q^ cos 3c -h. . . 

^^ "'i ~ Wo^^^ -*- Wi^^' cosc' -♦- ni(o) sine' . 

gesetzt ist, und die negativen Potenzen des zweiten 
Factors zunächst nach den steigenden Potenzen von 
Q^ zu entwickeln. Sollte sich indessen dieses Ver- 
fahren als unausführbar oder unbequem herausstel- 
len, so liegt es nahe, der Grösse B die Form 

{m^^^^-4-m/'^cosc'-i- M/'>sincV m/>cos 2cV n2^'>sin 2 

. ,. X 1-4-03} 

zu geben, wobei ' 

•^ Wg^^^cosSc -H na^Q^ sinSc' -*- m^S^^ co84c' -i-. . . 

2 kihq^^^ -»-• iW| (^^ cos c' -»- ni ^^^ sin c -4- m^^o) cos 2c -♦- n^^^^ sin 2c' 

Hier ist nun G^ von der zweiten Ordnung in Bezug 
auf die Eicentricitat des störenden Planeten , und es 
lässt sich also eine bedeutende Convergenz bei der 
Entwicklung der negativen Potenzen von (1 -i- ö^) 
nach dieser Grösse erwarten. Sollte indessen die so- 
mit erlangte Convergenz noch nicht genügend erschei- 
nen, so könnten die F in zwei Factoren zerlegt wer- 
den, von welchen der eine sich von der Einheit um 
eine Grösse unterscheiden würde, die bloss von der 
dritten Ordnung der Excentricität des störenden Pla- 
neten wäre. Man hätte dann 

D = 

^W^_^w cosc' -*-<*> sine' j 

-H Wj<"> cos 2c' -*- <"> sin 2c' [ 1 1 -*- Ö3} 
-H m3<"> cos 3c' -H n^"^ sin 3c' 
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Ö3 = {*»«<"> COS 4c'-*- n/*> sin 4c' -*- Wj^") cos 5c'-i- . . } 



mo^^^ -fr- w,^^ cos c' -H w/^^ sm c 



-♦- ^2^^^ COS 2c' -♦- Wa^') sin 2c' 
-^.m3<'rcos3c'H-n/>siü3c' 

Welche dieser Formen maü sich nun auch veran- 
lasst sieht für die Grösse D zu wählen, immer ist 
dieselbe eine derartige, dass sie aus zwei Factoren 
besteht, von denen der eine aus einer endlichen An- 
zahl Glieder besteht, und der zweite sich um eine 
sehr kleine Grösse von der Einheit unterscheidet. 
Der erste Factor lässt sich nun ferner in bekannter 
Weise in einfachere Factoren s^erlegen und daher 
können wir die folgenden Ausdrücke für D aufstellen 

D=:=G,{l'^f2C0s{c'^F^)\ }l-H/i'cos(c'-4-F2')} 

u. s. w. 

Die Grössen f sind von der Ordnung der Excen- 
tricität des störenden Planeten, wesshalb die Entwick- 
lung der Factoren ^l-+-/^cos(c'-*-2^)J"'^ nach den 
Vielfachen von (c'-t-JP'), welche bekanntlich sehr 
leicht herzustellen ist, auf rasch convergirende Rei- 
hen führen n^uss. In noch höherem Grade ist dies bei 
den folgenden Factoren der Fall. 

Liegt nun aber der Theil der Cometenbahn, inner- 
halb welchem man die Störungen ermitteln will, in der 
Nähe der Bahn des störenden Planeten, so erhalten 
die Grössen /*,, f^, u. s. w. Werthe, die bloss wenig 
kleiner als die Einheit sind. Die Entwicklung der 
negativen Potenzen von }1 h^/*cos(c'-i-2^} nach den 
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Vielfachen d -^F kann aus diesem Grunde bloss auf 
schwach convergirende Reihen fahreo. 

Da also nach dem , was soeben auseinandergesetzt 
worden ist, bloss bei der Entwicklung der negativen 
Potenzen des ersten Factors der zuletzt aufgestellten 
Ausdrücke von D, schwach convergirende Reihen 
zum Vorschein kommen , so haben wir unser Ziel da- 
hin zu verlegen, für diesen Factor eine solche Trans- 
formation zu finden, dass eine zweckmässige Reihen- 
entwicklung desselben möglich wird. Selbstverständ- 
lich müssen wir hierbei der Bedingung genügen, dass 
eine derartige Transformation die Convergenz der 
übrigen Entwicklungen nicht oder wenigstens nicht 
wesentlich veringert. Zur Erreichung dieses Zieles 
bieten die elliptischen Functionen ein wirksames und 
zugleich einfaches Mittel. Setzen wir nämlich 



sa wird 

(1 -*-/-cos(c'-*-F)) = (l -^-0 {Aam^^ix}' 

Indem wir nun bei der Entwicklung von (1 -f-/cos 
(c'-hF) )■"**, wo n entweder eine ganze Zahl oder 
auch eine durch 2 getheilte ganze Zahl bedeutet, die 
Grösse x statt c'-^F als Argument erwählen, wird 
die Convergenz eine erheblich grössere. Aber auch 
die Entwicklungen von Cos m (c'-f- F) und Sin m {c'-h- F) 
nach demselben Argumente, führen auf sehr conver- 
gente Reihen und lassen sich sehr leicht herstellen. 

Alle Reihenentwicklungen , die wir bei der Verfol- 
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gQiag unserer Aufgabe aus der Theorie der ellipti- 
schen Functionen zu entnehmen haben, lassen sich 
vermittelst der folgenden drei erhalten. Hierbei ha- 
ben die Buchstaben X, k' und q die in dieser Theorie 
gewöhnliche Bedeutung. Demnach ist also 

Hr=l 



k' 



Vl-fc^si 
Vi - h'Hh 



7C 



K' 



und ferner 



q = e K 
— i^am — u ■= 



1 -4- 4r-2~xCOs2wH-4r~^cos4w-i- 

1 -4- g* 1 -4- g* 

-»- 8 1t-^ cos 2m -«- ■ ^ . cos 4m 



(¥) 



H-j~^cos6w-t-. . .} 

k^ smp — w co8\ — u 



Aam — u 

IC 



8 T-^ sin 2tt H- 8 r-^ sin 6 w 
-f-Sj^^sinlOw-i-. . . 
Mit Hälfe der beiden ersten fieser Reihenentwick- 



(i) 
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lungen leitet man durch ein Verfahren, welches dem 
in den Art. 43 — 46 der Fundamenta nova fmcHo- 
nwn dlipticarum analog ist, die der Grösse 



m' ^»»,¥»r 



ab, wo p eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet. 
Vermöge der bekannten Gleichung 



Aam?^(|-te) = 



k' 



^am — u 

TZ 



ergeben sich dann die. Entwicklungen für die negati- 
ven Werthe von p. 

Die Gleichung, welche bei diesen Entwicklungen 
als Ausgangspunkt dient, ist die nachstehende: 



iip 



^am 



2K \P 



2K lP-*-2 



_ = -p(p^ l){Aöm ^-^u\ ^2) 

l?p(l-i-Ä;'') {Aam SuY-p{p^l)k'^ {Aam ^uf' , 

Ich setze nun 



<X "'**'>n£3Cos2i. H- 4X '»*'>,-ij cos 4» 
8 X^»"" j^, cos 2« -H 1 6X/*"' j^, cos 4 « 



(3) 



und substituire diese Werthe nach einander in die 
obige Gleichung (2), wodurch gefunden wird: 
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(2n-.l)W2) <(2^-^l)'0-*-fe')(^J 



-«) 



2n-«-2 






(»1-2) 



(4) 



Aas diesen Gleichangen ist ersichtlich, dass die 
Grössen Xj^"^*^ und Xj^^ in folgender Weise all- 
gemein aosgedrOckt werden können: 






2n— 2 






• • • 



X^<»») = 



• • • ^T"* ^/ 



2 



n— i 



(2.7 



(5) 



wobei die Grössen U durch die folgenden Recnrsions- 
gleichangen gegeben sind: 



an 



2fi-f-2 
,2 ^,^ 






f^r"^"^ = £^ (1 -^ ft'*) ^^z"^"*"'' 



^ jfc^^^C2n— n , 1 



2fi-H2 



(2fi-f-l)(2fi-^2) 
8 



Tj (2n-f-i) 

^0 
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iJ^-^^ = 1^ (1 -4- Ä/') CT,«*« -^ '> 

2« ^'^^(.n-.)^ 1 ^ ^(.n-.. 



2n-H2 ^ (2n-+-l)(2n-i-2) 



TT (2n-+-3) 2W-I-1 ^, ,Ä ^-^ (2n-*-i) 

, 1^ TT (2n-»-i) 

^ (2n-Hl)(2nH-2) ^n — i 

n-i-i (2w-+-l)(2n-Hl)^w 



2n 



^0 — 2nH-l'^^^'^ ^^0 



(2n) 



\ 



2» -H 1 7 /2 



2WH-l 

2n 



Ä;'t/(2n-2) 



TT (2n-*-2) ^^ /i .. f.'"\ 77 (2w) 

2n — 1 7/2 



- Ä-' r7(2W--2) l TT{2n) 

2n-+-l'*' ^* 2n(2n-Hl)^o 



TT (2n-i-2) . 1 r/^"^ 

^n 2w(2»-i-l) *^^_i 



Die Grössen X^^^^ sind nicht dilrch die zweite der 
Gl. (5) darstellbar, und bilden also eine Ausnahme. 
Man kann zu ihrer Berechnung die zweite der Gl. (4) 
unmiitelbar ail wenden, welche für i = die folgende 

istt Y(^'^2) 





2n 



j(i * ii)(i§)' x«-|^»''(f )*xr-" 



2n- 

Aus dieser findet man z. B. : 



^." = |(l^t'')(2#)».j^-i!^*...J 



K(?)' 
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Die hier mit U^'^^^ bezeichneten Gr&ssen lassen sich 
noch vermittelst anderer Algorithmen ausdrücken, al- 
lein die Entwicklung dieser muss ich jetzt übergehen. 
Für die nächsten Bedürfnisse sind die obigen Formeln 
völlig ausreichend; man hat bei ihrer Anwendung von 
folgenden Werthen auszugehen: 

U^^) = 1 
Hiermit findet man : 



2.3 



U. S. W. 

Die aus den angesetzten Werthen der Z7-CoefB- 
cienten sich ergebenden Reihenentwicklungen sind die 
nachstehenden 
/2ir\»/. 2K v> 1,, ,A/'2irv 

(-){Aaw-»;= 2(1 -!-&)(—) 

-4-2{(l-*.&'X?^)V6'}j:^cos6u 



(?#y{Aa.?J«r = 
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2/1-4- 1/\(^^\* ( 1 -«- ^* 1«4* ^ » 



in")' 



4{|4(.*^(??)'-.ii}j4,C0.4« 



Es ist nunmehr nicht schwer , die allgemeinen 
Ausdrücke der Grössen 

sin 2nam — w iJ^am — u] 
und cos2wam-— «ilAam — u) 

TC ^ IC ' 

aufzustellen, wenn vorausgesetzt wird, das n und p 
ganze Zahlen bedeuten, von denen auch p negative 
Werthe erhalten darf. Da aber diese Functionen im- 
mer aus einer endlichen Anzahl Glieder der Formen 

sin<m—u {cos am — u\ ^ {^am— u\ 

und {cosom — w| [Lam — u] 

bestehen, so brauchen wir nur die Entwicklungen die« 
ser zu fluchen. 

Aus der Gleichung 

finden wir unmittelbar 
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2K lüni* _.. 2Z 



ft»» 



I COS om ^ «*}'" I Aam ^ ttf == 
iflJAom— m} — j-Ä;' f Aöw — m} (6) 



.n,^V{^an^4ur'^'^...l 



welche Gleichung unserer Voraussetzung zufolge aus 
einer en^ichen Anzahl Glieder besteht und mit Hälfe 
der oben entwickelten Beihen sogleich zur Kenntniss 
der Entwicklung der Grösse links vom Gleichheits- 
zeichen führt. 

Beachten wir ferner, 4ass 

2K 
2K.,.2K 2K ääam — u 



k sinam — ucosam-—u = 



IC , IC TC ' du ^ 

so finden wir, wenn die vorhergehende Gleichung mit 



2K 2K 

sin am — u cos am--ru 

\ IC K 



multiplicirt wird, 

IC ' IC ' ^ IC ' 



-.TO2^{{^«^?M"'^^ 



^Ä/^jAom^^wp-^-^^...} 






Es ist aber nun, so lange m nicht den Werth 
— 1 annimmt 

4 2K I 2K i2m-i-i 

1^ 2K ,2m ^^«•«ir^ 1 ^{^^'^^\ 

{Aam-ei} du =^^i cfu ' 

folglii^h hat man unter der Voraussetzung, dass kein 
Exponent in der vorletzten Gleichung einen solchen 
Werth hat, 



« 
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. 2K t 2K i2n-#-i 2K xP 

sm am — ulcosam — u\ \^am — u\ = 



woraus die Entwicklung der Grösse links vermittelst 
der obigen Reihen ohne Weiteres gefunden wird. 

Haben aber n und p Werthe , die ein Glied bedin- 
gen, welches die Grösse 



d ^am — u 

it 



du ^ 2K 

als Factor enthält, so lässt sich die Integration be- 
kanntlich nicht algebraisch ausführen ; wir haben aber 
dann 

d Lam — u ^ a I. Lam — u 

TC 1 TC 

äü . 2K du 

Aam — u 

Die Reihenentwicklung eines solchen Gliedes ist 
aber durch die dritte der Gleichungen (1) gegeben, 
denn es ist 

^, , 2Ä 2K^ 2K 

d 1. bam — u rt TT sin am — ^ cos cm — u 

IC 2ä jl2 ^ ^ 

*« — '^ A««^^„ 

Aam^ — u 

Im Übrigen bleibt die Gleichung (7) unverändert. 
Hiermit wäre nun das Wesentlichste angegeben, 
was bei der Transformation des Winkels d durch 
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EinführuDg elliptischer FuDctioneo zu beachten ist. 
Ad diesem Punkte angekommen, könnte ich die vor- 
liegende Mittheilung abschliessen , weil eine grosse 
Strecke des nun einzuschlagenden Weges offen liegt. 
Es will mir jedoch scheinen, als ob ein etwas näheres 
Beleuchten einiger Hauptpunkte der Methode, welche 
oben nur in äussersten Contouren angedeutet worden 
ist. Manchem nicht unlieb sei, und aus diesem Grunde 
erlaube ich mir noch Einiges hinzuzufügen. 



Wie man sich auch veranlasst sieht , bei der Thei- 
lung der Cometenbahn, über die Anzahl und Lage 
der Theilungspunkte zu disponiren , immer scheint es 
am zweckmässigsten zu sein, damit anzufengen, dass 
man die Bahn in zwei Theile sondert. Häufig gestat- 
ten dabei die Umstände, diese. beiden Hauptthei- 
tungspunkte symmetrisch in Bezug auf die grosse 
Axe der Cometenbahn zu verlegen. Dieser Fall, wel- 
cher ausschliesslich in der Folge betrachtet wird, 
zeichnet sich durch eine grosse Einfachheit und Sym- 
metrie der analytischen Operationen aus, die zur Be- 
werkstelligung der Theilung dienen. Gestattet man 
aber diese Voraussetzung in Bezug auf die Lage der 
Haupttheilungspunkte, so scheint es mir zweckmässig 
zu sein, statt der von Hansen eingeführten Verän- 
derlichen, die entsprechenden elliptischen Functionen 
zu wählen. Man wird hierdurch nicht nur einige Ent- 
wicklungen leichter ausführen können, sondern erhält 
auck diese convergenter. 

Aus diesem Grunde setze ich, unter der Annahme,' 
dass ^,e*=-5*=ttfc*,-5j^;^ 







a 

s 

O 
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a die halbe grosse Axe, 

e die Excentridtät, 

n die mittlere Bewegung in der Zeiteinheit, 

e die excestrische Anomalie, | q 

f die wahre Anomalie^ 1 S 

r den Radius- vector, I 

< die Zeit, 

bedeuten, . 

a) in den unteren Theil der Cometenbahn 

sin 77 e = & sin am — o, mod k 

• 

h) in den oberen Theil derselben 
cos ö/= & sin ö«w — ■ ö, wod! & 

wobei die Grössen X;, £^ und o in den beiden Fällen 
selbstverständlich nicht dieselbe Bedeutung haben. 

Sind nun e' und — e' die excentrischen Anomalien, 
welche den Haupttheilupgspunkten entsprechen, sowie 
f und — f die dazu gehörigen wfthren Anomalien, 
so ist 

a) fflr den unteren Theil der Bahn , 

« = sm 2 e^ 
h) fiir den oberen Theil 

Ä=cos^r 

Es entstehen nun die zwei folgende Formelsy- 
steme, durch welche die neue Veränderliche o eilge- 
fährt wird. Das erste derselben bezieht sich auf den 
unteren Theil der Bahn, das zweite auf den oberen : 



21 
I. 



sin e = 2Ä; sin am — o Aam— o 

IC IC 



=-H^) 



d cos am — (d 
21 • 2K i« 



COS e =1 — 2r {sinam^oj 

Da nun in der elliptischen Bahn , wenn e = sin 9, 

r:=a(l — ecose) 
r €08 f = a cos e — ae 
rsinf = acos9sine 

so findet man 

2ir i2 



» « 



r = a(l — e)-f-2aeÄj^{sinam — o| 

O 1? 2 

ycosf=a(l — ^^c)-^2ai5;*{sinaw — ö| 



2 if 

d coß am ia — ci> 

IC 



r sin/* = — 2acos9Ä (g^) 

ndt ={l— €4-2cÄ^{sinam^«^} } 



X 2Ä — cösam— -ödo 

IC iC 



n. 



2Z i2 



cos /■= 2Ä;^ {sin ai» — ö| 



smf = ^2k^^ 



^ 2Ä 



2K du 
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Hieraus ergiebt sich, weil 

1 1 -f- e cos/ 

r ^" a(l — c«) 

l-f-; Jk*{smaw — « } 

1 1— e > t TC * 

r a (1 -f- e) 

Die KeihenentwicklaDgen von einigen der Grössen, 
die in den vorstehenden Formeln vorkompien, sind 
in den Handbüchern der elliptischen Functionen un- 
mittelbar gegeben. Für andere müssen wir aber diese 
Entwicklungen erst suchen. Unter diesen letzteren 
haben wir in dem ersten Formelsysteme die Grösse 

AT I sin am — o| k cos am — o in unsere Betrachtung 

zu ziehen. Es findet sich aber unmittelbar 

-r. 2K . 2K ^ 
d [sm am — ci> Aaw — w J 

TC TC . TZ 



2K dcd 

2K 1 A 2K j2 2( . 2K |2 2K 

cosam — idX^am — o} — ä {smam — o cosam — o, 
also auch 

2J5r 2 2Ä^ 

Ä? {sinam — o} cos am — « = 

-^2S— 5S — ^cosam — G>{Aam — ü} 

Andrerseits haben wir 
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cosam — Qi^am — ol = 

IT • IC * 

2K /• . ,2« • 2K i^ 

cosam— o^l — k {&inam — Q} j 
und da nun auch «,, • 

, 2K 

2K . 2K n ^<50S««»ir^ 

sm am-tö/iam^o^— ^- ^ , 

so wird 

r{smaw— ol & cosam— o = 

^ IC ' IC 

-*-2l25) 552 ^-cosam-o, 

vermittelst welcher Formel die Entwicklung der Grösse 
links sogleich gefunden werden kann. 

Im zweiten Formelsystem begegnen uns einige Aus- 
drücke, deren Entwicklung etwas weniger leicht er- 
scheint. . Allerdings können auch diese durch ellipti- 
sche Transcendenten, deren Entwicklung bekannt ist, 
oder durch Jacobi'sche Functionen ausgedrückt wer- 
den. So hat man z. B., indem gesetzt wird 

tangamt; = l/Y^, mod fc' = Vi r— ft^ 



2K 

TC ' 



1 



1 -+* ' ' jb* {sm am — w J 



1 -*-k^ {iAngamv)^ {sinamto)^^ 

nun ist aber 
V — 1 tang(im(t;, k) = sin am (t;y — 1, ifc) 

iaag am {vV ^ Ij k) y sin am {v, kf) cos am (y, k') 
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I 

und nach der Jacobi sehen Bezeichnung 

dII(to,t?) fc^ sin am v cos am v Aaw t? sin am w^ 

dw 1 — Jb^siiKimi'^sinavito' 

Mit Rücksicht hierauf findet man die folgende Glei- 
chung ^ 1 _ 

l^- Jb' {sin am — «I 

1 -1- -■/ 1 sin om (t?, ä/) cos am (y, k*) dn(to,>^ — lt>) 
^. ^ ^ äam(v,¥j dw ^ 

womit die Entwicklung von r sich herstellen liesse. 
Es scheint aber, namentlich bei kleinen Werthen.von 
kj als ob man auf einem anderen Wegen das Ziel etwas 
schneller erreichen würde. Beachtet man nämlich die 
Gleichung ^^. . 2K ^^ 

1 JC ' 



wo f(X^E)=8{j^^^*...j, 
so erhellet -— __l__g^= 

1 — e • IC ' 

Wenn % bloss einigemläassen klein ist, so findet 
sich q sehr klein und die Entwicklung des obigen 
Ausdruckes nach den Potenzen von ^ wird daher 
äusserst convergent. Setzen wir daher 

H »Ol— c\2Jr/ 1-g« 

16c /ic\«l 2g« . 3g» ^ V 

T -— — 1 — Yj cos 2w ' ' 
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so erhalten wir die Entwicklung 

1 Yo <1 . X . .K2 



1 -•- 5 — «' {Bin am — « J 

s 

Setzt man überdies 






Po 



so wird 



1 



1 -4- - — jr ffliii am — ttl 



T* ~ l-e W l-2ß, cos a»+ßi» \r^ *°^ *** -•-... ^ 

Man findet aas den ersten dieser Gleichungen 
femer 



2F"7K5 






« 



In diesen Gleicbungen ist es nun sehr leicht, die 
Entwicklungscoefficienten der Nenner zu bilden. Be- 
zeichnen wir dieselben folgendermaassen 

{l-2ß|COs2o-«-ß|'p*=ßo^*^-*-2ß/*>cos2ö^2ß,^*^cos4(.>-i-.. 
{ 1 -2ftcos2o-f-ßj^p '= ß^^^^2ß/\os2o-i-2ß,^'>co54ö-H. . 

so ist gO) — - ^ 

Po l-ßj2 



ß.' 






n. s. w. 
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t 

0(2) ßl O 

u. s. w. 

Die Bildung der Grösse ^ und ihrer Potenzen, 
sowie die Producte, welche noch zu berechnen sind, 
geschieht jetzt am einfachsten nach den Hegeln der 
mechanischen Multiplication. 

Bevor ich das Gebiet dieser Entwicklungen ver- 
lasse, werde ich die Resultate ihrer Anwendung auf 
ein numerisches Beispiel anfahren. Dasselbe bezieht 
sich, auf die Störungen, welche der nach Encke be- 
nannte Comet von Jupiter erleidet. Hier wäre es nun 
allerdings nicht unumgänglich nothwendig gewesen 
die Partijtion anzawenden. Denn wie Hajisei) in der 
in der Einleitung zu seiner Abhandlung «Ermittelung 
der absoluten Störungen etc.» mittheilt, hat er die 
Berechnung dieser Störungen schon zum Theil aus- 
geführt und zwar nach der in diesem Werke ausein- 
andergesetzten Methode. Der nächste Schritt zur Er- 
reichung grösserer Convergenz bei unserem Falle 
wäre die Theilung der Bahn in den Endpunkten der 
grossen Axe. Allein um eine noch stärkere Conver- 
genz zu bewirken', habe ich zunächst die Bahn in der 
Nähe des Aphels in Bezug auf die grosse Axe sym- 
metrisch getheilt. Die bei diesem Beispiele obwalten- 
den Umstände versprachen bei dieser Theilung ein 
recht günstiges Resultat. 
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Die Lag^ der , Theilongspunkte wurden nun be- 
stimmt durch die Annahme^ dass ihre wahren Anoma- 
lien 170"^ und 190^ seien. Diesen entsprechen die 
folgenden Werthe der excentrischen Anomalien 

6'= 146°* 26' 36". 56 
— e'= 213 33 23 . 44 

Bei dieser Verlegung der Separationspunkte verweilt 
der Comet etwa ein Drittel der Zeit eines Umlaufes 
oder etwas über ein Jahr in dem oberen Theil seiner 
Bahn. 

Bei diesen, so wie bei den folgenden Rechnungen 
liegt dasselbe Elementensystem des Cometen zu 
tGrunde, welches Hansen bei seiner Berechnung der 
von Saturn und der Erde bewirkten Störungen be- 
nutzt hat. • I 

Der Reihe ^ nach wurden hierauf folgende nume- 
rische Ausdrücke ermittelt. 

a) in dem unteren Theil 

Log Ä;= 9.9811066 

— 3 = 9.1779837 

— — = 0.2294491 

') Ä; cos aw ^ö == [9. 9006575] cos ü 

-+-[9.1 381039] cos 3 o 

-♦-[8. 3 175365] cos 5 ö 

-4- [7. 495553] cos 7 o 



[6 . 67354] 



cos9u 



[5.8515]eosllü 
-[5. 029] cos 13 o 
-[4.207]cosl5o 
-[3.386]cosl7ö 



1) Die innerhalb Klammern [] stehenden Zahlen sind Brigg'- 
sehe Logarithmen. 
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&» {sin am —»}'= [9. 7712718] 

— [9. 6321462] cos 2 ö 

— [9. 1014130] cos 4 o 
-^[8. 45^269] cos 6 o 

— [7. 7581 9] cos 8 o 
•^ [7. 03 308} cos 10 (» 
->- [6.2902] cos 1 2 (* 

— [5. 536] cos 14« 

— [4 . 822] cos 16 1» 

— [4.046]cosI8o 

— [3. 265] cos 20« 



Mit Hülfe dieser Zahlenangaben and der Werthe 

Loga= 0.3463475 
— 6 = 9.9266902 

fand ich fOr die Coordinaten des Oometen die folgern- 
den AnsdrQcke 

r = (0.4081789] 

— [0.2062139]*cos2o 

— [9.6T54807}cos4o 
— [9.0293S7Jcos6o 
— [8 , 332255] cos 8 © 

— [7. 60715] cos 10 o 

— [6. 8643] cos 12 o 

•^[6. 1092] cos 14 o 

— [5. 396] cos 16 o 

— [4. 620] cos 18 o 

— [3. 839] cos 20 o 
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rcos/'= — 



0.3574175] 
0.2795237] 
9 . 7487905] 
[9.102647] 
[8.405565] 
H [7 . 68046] 
[6 . 9376} 
'6.1825] 

- [5 . 469] 

- 4.793] 
-[3.912] 



cos2o 
cos4<u 
cos 6 CO 
cos 8 CO 
cos 10 o 
cos 12 
cos 14 o 
cos 1 6 o 

cos 186) 

cos 206) 



rsin/^ [0.0471651] 

-H [9.. 7617328] 

-«-[9.1630141] 

-H [8. 587158] 

-t- [7 . 774288] 

-I- [7.03942] 

H- [6 . 2899] 

[5 . 530] 

4 . 762 

3 . 989 



sino 
sin 3 o 
sm5o 
sin 7 CO 
sin9o 
«in 1 1 o 
sin 13 o 
sin 15 6) 
sinl76> 
sin 19«» 



Statt ndt fahre ich das Integral dieser Grösse an, 
wobei die Integrationsconstante mit c bezeichnet wird 
jrf = c -♦- [0 . 2801 722] sin ö 
— 9 . 4069988] sin 3 o 
-r [8. 951 176] sin 5 o 
— [8 . 307637] sin.7 o 
— [7 . 60740] sin 9 o 

— [6 . 8788] sin 1 1 ö 

— 6. 1328] sin 13 o 



5.375 
4.613 
3.845 



sin 1 5 o 
sin 17 o 
sinlOo 
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b) in dem oberen Theil 

log & = 8.9402960 

— 2 = 6.6781266 

— — = 0.0008275 

IC - . 

\ 

Ä cos am =^ o = [8 . 9400888] cos <a 

-+-[5. 6184] cos 3© 
-+-[2.296] cosöo 



I 

t 



Ä;* {sin am ?^oJ ' = [7 .5799753] 

— [7. 579562] cos 2 m 
— [4. 559] cos 4 o 



Hiermit ergeben sich femer 

cos/'= — [9.9966853] 

— [7 . 88059] cos 2 o 
— [4. 890] cos 4 m 



sin /•= [9. 241 11 88] sin o 
-H [6. 3966] sin 3 ö 
-♦- [3 . 296] sin 5 ö 



• f • • • 



Die zur Herstellung der Entwickinngen von r und 
n< erfotderKchen Hfili^grösseu fand ich, wie folgt 

log Yo = 9 . 9824040 . 

— Y, = 8 . 5984478 

— ^, = 8.2975887 

— ß„ = 9.9825749 
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log §0^'^= 0.0001710 

— ß/')= 8.297760 
_ ßW = 6.59535 

— ß3<'>= 4.893 

— ß/"=3.190 



log ß^2> = 0.0006840 

— ß,<''= 8.599132 
_ ß W = 7 . 07287 

— P3*^= 5.495 

— ß^^ = 3 . 890 



«J»=-i- [3.876]cos2m 
-*- [5 . 5778] cos 4 o 
-+- [3 . 876] cos 6 o, 

wonach folgende Ausdrücke sich ergaben 

r = [0.5950134] 
-+-[9.1936487] cos 2« 
-+-|.7.5U6l]c»s4<* 

-i-[5.829jcop^9 
-+- [4 . 086J CO? 8 o 



r' = [ 1,1 903688] 
-♦- [0.08967 13] cos 2 o 
> -I- [8. 577276] cos 4 ö 

-^- [7. Ol 674] cos 6 o 
-+-[5. 381] cos 8 <a 
-+- [3 . 757] cos 10 « 
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w« = c — [0 . 0279444] sin o 
— [8.1 50566] sin 3 o 
— [6. 4163] sin 5 o 
— [4. 709] sin 7 o 

• • • » • ^ 

Dehnt man die Integration von ndt in dem unte- 
ren Theil der Bahn von o == o bis o = y, in dem 
oberen von « = y bis o = o aus, so muss die Summe 

dieser beiden bestimmten Integrale, in Folge der geo- 
metrischen Bedeutung von n^, gleich tz sein. Durch 
thatsächliches Summiren der betreffenden Glieder fand 

ich 

3.141588 

während der richtige Werth 

3.141593 
ist. 

Weil wir die Separationspunkte so verlegt haben, 
dass bloss ein kleiner Theil der Bahn als oberer Theil 
behandelt wird, so sind die Reihen, welche die Coor- 
diaaten des Cometen in dem unteren Theile ausdrü- 
cken, noch nicht hinreichend convergent. Sie werden 
es aber, wenn man in dem Perihele^ einen dritten 
Theilungspunkt legt. Die Ausführung dieser Opera- 
tion unterlassjß ich jedoch jetzt, und somit beziehen 
sich die nachstehenden Rechnungen ausschliesslich 
auf den oberen Theil der Bahn. 

Wenn die Excentricität der Bahn des störenden 
Planeten sehr klein ist, so lassen sich die Coordina- 
ten desselben als Functionen der Veränderlichen o 
durch rasch convergirende Reihen ausdrücken. Nen- 
nen wir fif die mittlere Bewegung des Planeten und 
g' seine mittlere Anomalie, so ist 



^ 
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oder, wie wir auch setzen können, 

g' = n -t- c' -*- n't. 

Es bedeutet also in der letzten Gleichung itn-c' die 
mittlere Anomalie des Planeten zur Zeit, wo t = o. 
Um die Anomalie g als Function von o zu erhalten, 
haben wir nun bloss den in dem Vorhergehenden ge- 
gebenen Ausdruck . für nt mit dem constanten Ver- 

hältnisse — zu multipliciren, und diesem Producte die 

Constanten 7c-*-c' hinzuzufügen. Wir erhalten auf 
diese Weise eine Gleichung der Form 

gf = 7c-*-c'-»--^c — 2T)^sin(d — 2Tri3sin3o— • . . . . 

In der Folie werde ich statt (/-¥-—€ einfach c 

schreiben, und verstehe also unter jfee wf Bezeichnung * -^ u 
die mittlere Anomalie des Planeten zu den Zeiten, 
wo o verschwindet. Die Grösse c' erhält demnach bei 
jedem Umlaufe des Cometen einen neuen Werth. 
Aus diesem Grunde darf man bei den Functionen von 
g\ die wir sogleich bilden wollen, für diese Grösse 
keinen besonderen numerischen Werth substituiren, 
sondern muss sie unbestimmt in denselben einführen. . 

Bei kleinen Excentricitäten kann man die Goordi- 
naten eines Planeten nach dem Argumente g' in trigo- 
nometrische Reihen entwickeln. Wir haben alsdann die. 
Ausdrücke für cosi^^' und sinejf', wo i eine, ganze 
Zahl bedeutet, als Functionen von o zu suchen. Aus 
dem obigen Werth von g' ergiebt es sich aber, dass 
diese Ausdrücke allgemein die nachstehenden Formen 
haben müssen 
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cosig = ( — 1)^ {cosic' P/-*- sinic' Q^\ 
ünig' = {— if {siüuf P^ — cosic'^^}, 

wobei wieder die Grössen P^ und Q^ in folgender 
Weise zusammengesetzt sind 

P^ = X/>H- 2X/>cos2ö -f- 2X/'>cos4o h- . . . 
Q^ = 2X/'^ sino -+- 2X/> sin 3o -f- . . . 

Unsere nächste Aufgabe ist nun die, die Coefficien- 
ten der letzten Entwicklungen zu bestimmen. Diese . 
lässt sich leicht erledigen, denn setzen wir 

SO wird 

Entwickelt man ferner die einzelnen Factoren des 
unendlichen Productes rechter Hand tfach den stei- 
genden und fallenden Potenzen Ton u, so werden die 
Goefficienten Gylinderfunctionen. In der bei Hansen 
gebräuchlichen Bezeichnung haben wir also 



4 • • • 



• » • 



Zur Erlangung der Goefficienten X^*^ ist nun weiter 
nichts nöthig, als dass die Multiplication aller Facto- 
ren der obigen Form ausgeführt wird. Die Bestim- 
mung dieser Goefficientien kann man ausserdem auf 
anderem Wege bewerkstelligen, allein da das obige 
Verfahren sehr zweckmässig ist, so werde ich mich 
hierbei nicht länger aufhalten. 
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In onserem, auf den oberen Theil der Bahn sich 
beziehenden Beispiel haben die Goefficienten v) fol- 
gende numerische Werthe 

Logt), = 9. 1722871 

— »13 = 7.29491 

— 7)5 = 5 . 5607 

— ifj, = 3.853, 

bei derien Berechnung der Weirth 

Log -^=9. 4453727 

zat Anwendong kam. Mit diesen ergaben sich die >- 
Goefficienten, me folgt 

Log V''= 9 -9903418 
--V'^ = 9. 1675394 
• — V'^ = 8 . 028705 

— X3(')= 7.39338 

— X<<^> = 6'. 48^43 

— V'> = 5.7«i97 

— V'> = 4.919 

— X,«'» = 4 . 146 



Log Xo<'»> = 9.960686 

— X,<»> = 9.454221 

— XjW = 8.62125 

— X3<*' = 7.89719 

— X«<*> =7.1526 

— X5<''> =i=,6 . 403 

— X««*' = 5 . 653 

— X,(») = 4.84 
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Log Xo<'> = 9.90878 

— X/*) = 9 . 60603 

— V'* = 8 . 9575 

— Xs^" = 8 . 2760 

— \<?) = 7 . 593 
_X5<'" = 6.892 
— 'X6<''=6.146 

— V''=5.30 



LogXo<*> = 9.8299 

— X/*> = 9.6962 

— X2<<)=9.1847 
_X3W = 8.573 
_X4<*> = 7.944 

— X5<*>=-7.26 



LogX„<''> = 9.708 
— X/»>=9.747 
_ Xj<'* = 9 . 350 
_X,<''> = 8.806 
_X«<''> = 8.20 



Es seien nan / und f der Badiasvector und die 
wahre Anomalie des störenden Planeten. Als Functio- 
nen der mittleren Anomalie sind diese Grössen als- 
dann durch Reihen der folgenden Form gegeben 

/cos f = 2 C^ cos i^ 
/8inf' = 2i)^sinig^ 

Substituiren wir hier die früheren Ausdrücke für 
cos ig' und sin ig' als Functionen von q, so wird 
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r'cosf = 2{—l)*{CfCosic'Pt~i-Ctainic'Qi} 
r sin f=2{—l)*{DiSinic'Pi — DtCosic'Qi\ ■ 

und setzen wir überdies 

— rcos/'P, = 00^^ -H 2^2<'>cos 2o -+- 2^/> cos4o -h . . . 
—rcosfQt = 2<?,<'> sin o -♦- 2Ö,<'> sin 3o -i- . . . 

r sin /"P^ = 2S;'> sin o -t- 2?3«'> sin 3o -+-... . 

r sin /"ö, -^ ?o^'> -t- 252<*> cos 2o -h 2?«<'> cos 4o -*- . . ., 

so erlangen wir 

r/ cos /"cos /* = 

— 2(— l/C^cosic' {<?o<'>-i-2<?2<*)cos2o-«-. . } 

— 2{—l)*Ct sin « c' 1 2<?/'> sin -h 2<?3<'> sin 3o m- . . } 

rr' cos /"sin /* = 
2 (— 1 )* D, cos « c' j 2^,<'> sin ■+- 2^3<*> sin 3o -*- . . } 

— 2(— l)*D,sin ic'{öo<'>H-2<?8Cos2oH-. . .} 

r/ sin /"cos /* = 
2 (_ 1/ c^ cos i (/ { 2S,<*> sin h- 2S8<'> sin 3o -+- . . } 
-♦- 2(— 1)* C, sin »c'{?o*** -^ 2S,<''co8 2o -«- . . — } 

r/ sin /"sin /^ = 

— 2 (— 1 / D, cos i c' { ?o^'> -*- 2S2<'> cos 2o -f- . . } 

-*- 2 (— 1 )* JD, sin i C* 1 2S/*> sin -»- 2?8<') sin 3o -h . . } 

Die Berechnung der mit und {; bezeichneten 
Grössen ist sehr leicht anszufflbren. Wir hatten zuvor 
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Setzen wir in derselben Weise 



r (cos f — y — 1 sin f) 






so wird das Resaltat der Mnltiplication dieser beiden 
Reiben die nachstehende Form baben 



— r (cos fP^ -f- sin fQ;} h- V— 1 r (sin fP^ -- cö^fQ^) 

In gleicher Weis e wi rd das Resultat der Mnltipli- 
cation von P^ -f- y — 1 Q^ mit 



r(cosfH-l/ — Isinf) 






• • • 



das folgende 



r(cosfP, — sin /*(?^—y—lr(sin/*P^-H cos /•(?<) 
Aus diesen Entwicklungen ergiebt sich nun sogleich 

2P-HI ITV'' 2p-*-l^^^ 2P-I-1/ 

Sp If^^ 2p ^ 2p^ 

^asp -♦- 1 T v^ s(p -♦- 1 *" 2p -»- r 
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Ausserdem ist zu bemerken, dass 

u. s. w. 

U. 8. W. 

Zur Berechnung dieser Grössen ^i^eoteo, ausser 
den bereits angeführten Werthen der X-Coeffieienten, 
die nachstehenden Zahlen 



Logxo 

— X, 



0.5917646 
9 . 5255830 
8.965928 



X3 = 7.85362 
X4==7.28411 
»5=6.1712 
>{8 = 5.600 
je, = 4 . 490 



Nach Anleitung der oben gegebenen f'onneln fan- 



den sich alsdann < 

Log 0/> = 0.58233 12 
_^/)= 9. 7490750 

— <?/)= 9. 1212382 
_<9j<')=^ 8. 361421 

— <?/'>== 7. ©0869 

— <?,(') = 6. 8633 

— «?,(')= 6. 0796 

— Ö7<'>=:5.330 

_<?8(«)==4.2«§ 



— Kr 

— w 

-tu'' 



8.9943075 
9.511^537 
8.676243„ 
8.015289 
7 . a6449„ 
6 . 5063 
5.7621„ 
4.ft82 
4 . 238, 



n 
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— <?/): 



C7g 



0.553392 

0.035869 

9 . 394406 

8.75294 

8.04842 

7.3531 

6.627 

5.884 

4.903 



0.50284 

0.18787 

9.63312 

9.0428 

8 . 403 

7.744 

7.045 

6.290 

5.40 



Log <?;*)= 

— <?,<*) = 

— 0/^ = 

— <?,<«) = 

/9 (*) — 

— C/j — 

■ t 

Logö/) = 
_ <?,<») = 

- ^/) = 



0.4262 

0.2784 

9.8206 

9.281 

8.69Q 

8.061 

0.314 
0.330 
9.965 
9.479 

8.97 



Log?o<'>= 

-?/> = 



- 57<^' = 

» ■ « 

Log^<'>= 
-?/'> = 

- K^'' = 



9.281090 
■9.466351 
:8.95796„ 

8.30261 
: 7. 6582, 
:6.9517 
:6.255„ 

:5.531 

: 4 . 778 



n 



n 



9.43307 

9.38396 

9.1010„ 

8.5428 

7.949„ 

7.309 

5.653„ 

5.954 

5.10„ 






Log?o<' 



= 9.522 
= 9.245 
= 9.178 
= 8.728 
= 8.190 
= 7.602 



n 



n 



9.574 
8.982 
9 . 209„ 
8.863 
8.41 



n 



n 
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Mit der bekannten Excentricität und der halben gros- 
sen Axe der Jupitersbahn fanden sich ferner die mit 
C. und A bezeichneten Coefficienten, die nachstehend 
gegeben sind 



Log Co =9.575435 
_C, = 0.7158583 

— 02 = 9,097639 

— C3 = 7.65551 

— C< = 6 . 287 

— (7» = 4.940 



Log Do = — oo 

— D, = 0.7156055 

— A= 9 097471 

— A = 7.65537 

— D, = 6 . 287 

— A = 4.940 



Mit denselben Daten ergaben sich dann die Ent- 
wicklangscoefßcienten von r'^ nach den Cosinussen 
der Vielfachen von ^ , die ich hier njit i?^ bezeichne, 
folgendermaassen 

log i?o= 1.4339850 
_i?, = 0.416484^ 
_i22 = 8.49733^ 
_iJ3=6.8792„ 
— i2,=:5.385^ 



Mit Hülfe der Gleichung 

cosi5f' = (— \f jcosic'P^-i-sinic'ö,.} 

und der bereits angeführten numerischen Werthe der 
X - Coefficienten , lässt sich hiernach die Entwicklung 
von r'^ als Function von o und c' herstellen. 

Das Quadrat der Entfernung zweier Himmelskörper 
kann man nun durch die folgende Gleichung dar- 
stellen 
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(A)» = r» -f- /» — 2 rr' cos ^ rcosif—f-t-U' — U) 

— 2 rr' sin I J' cos (/* -f- /:-*- n' -H n) 

Hier hängen die Grössen J, U und 11' in bekann- 
ter Weise von den Bahnelententen der betreffenden 
Körper ab, und haben in unserem Beispiele folgende 
numerische Werthe 

J= 14° 7' 24^7 
n = 187 i6 3,1 
n'= 41 25 6,8 

Indem man setzt 

A=2 cos l J' cos (n' — n) H- 2 sin { J^ cos (tl'-f- D) 

B=z2cos|ercos(n'— n)— 2sin|7'cos(n'-Hn) 

(7 = 2cos^J*sin(n' — n) — 2sin^J2 8in{n'^n) 
/)=— 2cosiJ^sin(n'— n)— 2sin^J2sin(n'^n), 

erlangt man die nachstehende , im vorliegenden Falle 
zweckmässigere Form für (Af 

[^f=:r^ '^- r'^ — uirr'cosf cos/*' — Brr sin /"sin f 

— Orr' ünfcosf — Drr' cos f sin f 

Die numerischen Werthe der Grösse -4, JB, u. s. w. 

sind 

Lo^il = 0.2175000^ 

— 5 = 0.2068660^ 
_ = 0.0346599^ 
_D= 0.0524967 

und unter Berfiehsichtigung der bereits mit^beilten 
Ausdrücke für r', r'% rr' cos/* cos/, u. s. w., ergab 
sich 
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(Ä) (1)?= -1-45.089712 

— 0.273343 sin o 
1. 344691 cos 2 o 
0.005818 sin 3 o 
0.040169 cos 4 ü 
0.000121 sin 5 o 
0.001088 cos 6 o 
. 000003 sin 7 «> 
0.000024 cos 8 o 



36. 163379 cos c' 
2.925436cosc'sin<i 
1. 529801 cosc' cos 2 o 
0. 151781 cosc'sin3o 
0.040507 cosc' cos 4 o 
0.004848 cos d' sin 5 u 
0.001136 cosc' cos6ü 
0.000143 cosc' sin 7 m 



22 . 965243 sine' 
4. 964400 sine' sino 
1.01 5831 sine' cos 2 m 
0.232293 sin c'sin3M 
0.026920 sine' C084m 
0.007455 sine' sin 5 m 
0.000757 sind' cos6m 
0.000213 sin c'sin7M 



0.806013cos2c' 
0. 227434 cos2c'8inM 
0. 068506 cos2c'cos2m 
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0.010549cos2c'sin3o 
0. 002875 cos2c'cos4ö 
0.000394 cos 2 c' sin 5 o 
0.000106 cos 2 c' cos 6 o 
0. 000013 cos2c'sin7ö 



0. 530985 siD2c' 
0. 348719 sm2c^siDö 
0.04542981020^0082« 
0.015799 6in2c'sin3o 
0.0019238iD2c'cos4o 
0.000587 sin 2 c' sin 5 o 
0.000071 sin2c'cos6ü' 
0. 000018 sin2c'sin7ö 



0.026347 cos 3c' 
0.013359cos3c'sioo 
0.004713 cos 3 (/cos 2 ö 
0.000784 cos 3 C^ sin 3 ö 
0.000253 cos 3 c' cos 4 o 
0.000037 cos 3 c' sin 5 ö 
0.000010cos3c'cos6o 



O.Ol 7573 sin 3 c' 
0.020094 sin 3 c' sin (j 
0.003 149 sin 3 c' cos 20 
0.001169sin3c'sin3ci> 
0.000171 sin3(/cos4ü 
0.000054 sin 3 c' sin 5 (j 
0.000007 sin 3 c' cos 60 
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0.000972 cos4c' 
0.000762 C084c'sino 
0. 000336 cos4(/cos2o 
0.000062 cos4c' sin 3 o 
0.000023 cos4c'cos4o 



0.000647 sin 4c' 
0.001126 sin 4/ sino 
0.000231 sin 4c' cos 2 o 
0.000091 sin 4 c' sin 3 ci) 
0. 000016 sin4c'cos4o 



0.00003 5 cos 5 </ 
0.000039 cos 5 (/ sin o 
0.000021 cos Sc' cos 2 o 
0.000004 cos 5 (/sin 3 o 



0.000024 sin 5 (/ 
0.000058 sin 5c' sind 
0. 000014 sin5d'cos2o 
0.000006 sin 5 c' sin So 



Wiewohl die Anwendung dieses Ausdruckes bereits 
auf ziemlich convergente Reihen in Bezug auf o fah- 
ren würde , so scheint es doch , bei dem grossen Be- 
trage der Jupiterstömngen des Encke'schen Cometen, 
zweckmässig, in's Aphel einen neuen Separations- 
punkt zu verlegen. Man erlangt hiermit nicht nur 
eine grössere Convergenz, sondern auch den Yorthdl, 
dass die verschiedenen Potenzen von (A) bloss Cosi- 

7 
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nusse der Vielfachen partiellen Anomalie enthalten. 
Die besprochene Theilung erlangt man durch Ein- 
fahrung cMr Winkel o^ und 02 vermittelst der Glei- 
chungen . 

sino = — sin|cd, 

sin ü = -I- sin ^ 0/ 

' Indem ich hier bloss den aus der zweiten Substi- 
tution resultirenden Werth von {äf anführen werde, 
bemerke ich zuvörderst die folgenden aus dieser Glei- 
chung hervorgehenden Formeln 

> i 1 
sm o = ^ — • TT cos«i>2 

cos 20 = j -+- C0S(.)2 — j COS'2 ©2 

sin 3 o = j -♦- 1 cos i«)2 — |,cos'2o2 -*- g cosfi «2 

-i-icos^2 
u. s. w. 

Dieselbett sind itt Hansfeli's Pariser Preisschrift 
weiter entwickelt, W«sl5h&)% 6^ flberflflssig erscheint, 
sie hier itt gl^sei^ A^^^lmung zu wiederholen. 

Der neue Ausdruck für (A)^ wird nun 

<Jg) (Af=r-H 45. 295442 

-I- 1. 499642 coiw), 

— 0.3011 12 C082ü2 
' ~ 0. 020228 00s3ttt 

-*- Ö.O01770€O84*>j 

-4- 0.900191 COS Söj 

— 0. ©00001 *öS«öj 
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38.055195cosc' ■ 

0.146235cosc'coso2 
0.46aa04€osc'cos2ö2 
0.004605 cosc' cos 3 ©2 
0.003208c()sc'cos4ü2 
0.000131 cosc' cos 5 ©2 
0.000034cosc'fcos6o2 



20. 682662 sine' 
3. 422277 sine' cosoj 

0.059183 sine' cos 2 «2 
0.036282 sin c'cos3o2 
0. 00 1004 sine' cos 4 Oj 

0.000271 sine' cos 5 ©2 
0.000011 sine' cos 6 ©2 



0.940124 cos 2 c' 
0. 039652 cos2e'cosü2 
0.022826 cos 2c' cos2 ©2 
0. 000383 cos2c'cos3©2 
0. 000226 cos2c'cos4ö2 
0.000015 cos2c'cos5©2 



-1-0. 364291 sin 2c' 

-H .214663 sin2c'<:oso, 

-H 0.001967 sin2c'cos2o2 

— . 00244Ö sin 2 c cos 3 ©, 

— 0.000098 siq 2 c' cos 4 o, 
-I- . 000022 sin 2 c' cos 5 ©2 
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0.034456 cos 3c' 

0. 001532 cos3c'cos«a 

0.001572co83c'co82ö2 j 

0,000052 cos 3 c' cos 3 c», 

0.000021 cos 3 c' cos 4 Oj 



— 0.008044 sin 3 c' 

— 0. 012829 sinSc'cosoj 

— 0.000222 sin 3 c' cos 2 ö, 

-f- 0.000 186 sin 3 c' cos 3 ©2 i 

-H . 0000 1 sin 3 c' cos 4 «j 1 



0. 001457 cos4c' 
0. 0000 10 cos 4 c' cos oj 
0.0001 14 cos4c'cos2ö, 
. 000003 cos4c'6083ö2 



0.0001 22 sin 4c' 
0.000768 sin 4c' cosoa 
0.000022sin4<!'co82c»a 
0.0000198in4c'cos3o, 



0.000061 cos 5 c' 
0,000002 cos 5 c' cos Oj 
— 0.000008 cos 5c' cos 2 o. 



0.000003 sin 5 c' 

0. 000041 sin5c'cosö2 

0.000001 sin 5 c' cos 2 Oj 



o 
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Es ist nicht schwer za erkennen, dass die Entwick- 
lung der negativen Potenzen des obigen Werthes von 
{Hf nach den Vielfachen von Oj auf sehr conver- 
gente Reihen führt. Man übersieht dies noch deut- 
licher, wenn man in dem obigen Ausdrucke solche 
numerische Werthe von c' substituirt, aus welchen die 
grössten Werthe des Verhältnisses der von Oj abhän- 
gigen Glieder zu den von dieser Grösse unabhängigen 
hervorgehen. Jch führe beispielsweise einige solche 
specielle Ausdrücke für (A)^ an. 

l)c'=140° 

(A)»=H- 2 . 3418 — 1 .0244C0SÖ2 

-H . 0939 C082 «2 -♦- . 0090 cosSöj 

2)c'=145" 

(A)»= -1-1 . 5983 — . 7848 cosoj 

-♦- 0. 1195 cos2o2 •+• .0068 cosSoj 

3)c'=150° 

(A)» = -f. 1.2051— 0.5176 cos «2 

-H . 1410cos2o2 H- . 0044 cosSoj 

4)c'=155° 

(A)» = -i- i . 1647 — 0.2311 cos ©2 

-*- . 1590 cos2ö2 -+- . 0014 cosSoj 

5)c'=160° 

(A)« = -H 1 . 4828 -4- . 0836 cosoj 

-•- 0. 1731 cos2ö2 — 0.0014 cos3öa 

Will man sich auf die Berechnung der relativen 
Störungen beschränken, so kann man dieselben ver- 
mittelst Ausdrücken, wie die zuletzt angeführten, ana- 
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lytisch erhalten. Die zu diesem Zwecke erforderli- 
chen Entwicklungen von (A)^^, wo p eine ganze Zahl 
bedeutet, sind sehr leicht zu erhalten. Entnehmen wir 
von den obigen Ausdrücken den zweiten als Beispiel, 
so haben wir, um einen geeigneten Ausgangspunkt für 
diese Entwicklungen zu gewinnen , densellien auf die 
folgende Form zu bringen 

(Ä)'=1.5738{l— 2 X 0.1247 cos O2-f-(0.1247/}' 

• ' i^ 0.0305— .0.0453 cos 2^2-^0.0044 cosScj^ ^ 

( {1—2X0. 1247 cos »2 -»-(0.1247)*}* f 

Vermittelst bekannter Methoden, deren Anwen- 
dung hier eine sehr leichte ist, findet sich aus diesem 
Ausdruck 



{•- 



. 6632 \ » 



1.1649 

0.7 804 cos ©2 
0.1781 cos 26)2 

0. 0324 cos 3o2 
; 0060 cos 4o2 
0. 0010 cos 5o2 
. 0002 cos 602 



• • • • 



Diese Zahlen sind bloss beiläufig berechnet und 
nur in der Absicht mitgetheilt, die Convergenz der 
hier in Frage kommenden Reihen in Bezug auf die 
Veränderliche 02 zu veranschaulichen. Behufs einer 
Anwendung zur Berechnung der relativen Störungen 
müssten dieselben etwas genauer berechnet werden; 
es wäre aber alsdann kein Grund vorbanden, diese 



i 
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Rechnung unter Zugr«ndelegut]g der obigen Werthe 
von d auszuführen. Man hätte dagegen für d die 
Werthe von ^ — 180*^ zu substituiren, welche zu den 
Zeiten stattfinden, wo = o. 

Es bleibt uns jetzt übrig, der Convergenz in Bezug 
auf die zweite Veränderliche zu gedenken. Um diese 
beurtheilen zu können, hätten wir zunächst, wie es 
im Eingange dieser Mittheilung angedeutet wurde, die 
von cd2 unabhängigeti Glieder in Factoren zu zerlegen. 
Man kann aber statt dessen, wenigstens in unserem 
Falle, folgendermaassen noch etwas vortheilhafter ver- 
fahren. 

Multiplicirt man (A)^ mit dem Factor 

(1 H- a; cos c' -H 2/ sin d\ 

so lassen sich x and y so bestimmen, dass die in cos 
2 d und sin 2 c multiplicirten Glieder dieses Prodocr 
tes verschwinden. Behandeln wir ii^ dieser Weise den 
Ausdruck {ß\ so finden wir für x und y 

Logx— 8.6^404'^4 
— 2^ = 7.774134 

und hiemach 

(1 -+- « coat/ -+- y sin c') (Af = 

H-46. 111841 

-4- 40 . 1 24387 cos c' — 20 . 402 1 94 sin c 

■4-0.01J656cos3ci'— 0.002427 sin Sc' 

— . 0006S8 cos 4 c' -I- . 000042 Bin 4 c' 

H- . 000027 cos 5 c' -1- . 000002 sin 5 c' 
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Bezeichnen wir nun die Summe der drei ersten 
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Glieder dieses Ausdruckes kurzweg mit D^ , so können 
wir setzen 

wo Log w = 1.6638 125 

_ /•=9. 9895303 , 
i?=26°57'7'68 

Aus den eben aufgestellten Ausdrücken für B^ kön- 
nen wir leicht die folgenden ableiten 

D^ = m Jl H- 2Ä;^ cos (c' -4- F) -f- Ä;^^ 
und D^F=m2[l— Ä'sin^(c-H20'] 

Es ist dabei gesetzt worden 

m 



^^^Y^il^* 



1 

2 



m2 = mi(l -HÄi) 

und aus dem numerischen Betrage der Grösse /* fin- 
den wir 

Log *! = 9. 9042546 

— ft=z9. 9973668 

Aus diesen Zahlenangaben ersieht man sogleich, 
dass die Gonvergenz bei den negativen Potenzen von 
B^j wenn sie nach den Vielfachen von c' entwickelt 

werden, eine sehr geringe ist. Der Goefficient von 

1. 
cos 50 (c' -f- F) in Di""« würde z. B. noch 

0.00063 
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betrageD. Setzt man ddg^n 

und ordnet die Entwicklungen nach den Vielfachen 
von X} so wird man auf eine erheblich raschere Con- 
vergenz gefflhrt. In dem vorliegenden Beispiel fand ich 

Log2^= 0-3605903 

— 2 = 9.4034325 

— Ä'=9.04Ö5495 

Mit diesen Werthra fand ich ferner den folgenden 

Ausdmck ffirD, *, wobei eine verbältnissmässig 
recht erhebliche Convergenz zu Tage tritt. 

L 
jgj' = [2.2219346] 

—(2. 4437459] cos X 

-H (2. 23 16002] cos 2x 

— [1.9240151] cos 3x 

-H [1.552229] cos 4x 

— [1.1 37307] cos 6x 

-I- [0.692340] cos 6x 

— [0.2 2 544] cos 7x 
-1- [9. 7 3891] cos 8x 

—[9. 24612] cos «x 
H-[8.7397]cosl0x 

— [8.2240] cos 1 Ix 
-*-[7.7032]coBl2x 

— [7.17551co8l3x 
-*- [6.643] cos 14x 



8 
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Ich fahre noch den folgenden Ansdrnck an, vreil 
derselbe, wie man leicht erkennen kann, hei der ana- 
lytischen Entwicklung der negativen Potenzeii. von 
(A) eine hervorragende Bolle spielt. 

«»,^^^tJD= [0 . 5230759] sinx 

— [0.2527,405] sin 2x 
-«-[9. 8339306] sin 3x 

— [9. 3 62409] sin 4x 

-»- [8 . 862758] sin 5x 

— [8 . 34537] sin 6x 

-+-[7.81576]sin7x 

— [7. 2772] sin 8x 

-♦-[6. 732] sin 9x 

— [6.181]8inl0x 
H- [5. 626] sin 11 X 

— [5.066]sinl2x 
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Die bereits angeführten Zahlen genfigen , um dicf 
Erhöhung der Convergenz zu veranschaulichen , wel- 
che durch Einführung elliptischer Functionen bei 
der Entwicklung der Störungsfunction erzielt werden 
kann. Eine solche grössere Convergenz in Bezug auf 
dicf zweite Variable lässt sich aber noch durch ein 
anderes Mittel, wozu der Grundgedanke bei Legendr e 
zu suchen ist, hervorbringen. Man findet das hierauf ^^ 

Bezügliche im zweiten Theile seines TraitS des fonc- 
tions eUiptiques, Appendice I, aber sein Gedanke ist 
daselbst noch in keiner Weise für die Theorie der 



/ 
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Störungen fruchtbar genmdit. ^e besteht kurz im 
Folgenden. 

r^rsetzt man in dem Ausdrucke 



Vi 't'2hi cob2^ -t-hi^ 



den Bogen ^ durch einen n^uen ^^ , indem diese bei- 
den durch die Gleichung 

• sin (2^ — <j^^) = fci sin ^i 

mit einander verbunden sind, so wird zunächst 



cos 2^ = — ki sin ^1^ h- cos ^^ V 1 — k^^ sin <|i|^ 
und nach einigen leichten Reductionen finden wir 

^ _ VT^ fci» sin V ~ fei C08 g^i 

Vi -*- 2kl cos 2^ H- fci* 1 — Äi« 

AUS dieser Gleichung leuchtet unmittelbar ein, dass 
man auf weit schneller convergirende Reihen kommt, 
wenn man die Grösse ^i statt ^ als Argument wählt. 
Um diese Transformation für unsere Aufgabe frucht- 
briqgend zu machen, wäre nun weiter nichts nöthig, 
als 2^ mit c' -f- P zu identificiren. 

Zwar scheint mir gegenwärtig der in dem Vorher- 
gehenden eingeschlagene Weg etwas bequemer zum 
2iele zu führen, allein die Verfolgung der auf die zu- 
letzt gedachte Transformation basirten Methode zur 
Ermittelung der Störungen wäre auch gewiss nicht 
ohne Interesse. Die verschiedenen Transformationen, 
welche man mit der Grösse c' vornimmt, bleiben ohne 
Einfluss auf die eigentliche Integration der Differen- 
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tiale cter Störnngea, äm^iea bedingen sie die grös- 
sere oder geringere Schwierigkeit, womit dfe allge- 
meinen Ausdrflcke d^ Constanten bestimmt werden 
können. In Bezug hierauf liegt der Untersuchung ein 
dankbares Feld offen. 
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(A«8 dem BaHeÜn, T. XIV, pag. 195 * 231.) 
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